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Osnova p̌rednášky
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Skupinové hodnoceńı
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1 Motivace

2 Obecný princip
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Motivace

Nákup chleba

V obchodě maj́ı několik druhů chleba. Chceme nějaký vybrat
pouze na základě hmotnosti (č́ım větš́ı, t́ım lepš́ı) a ceny (č́ım
nižš́ı, t́ım lepš́ı).

chleba kg Kč

α 1 34
β 0.6 22
γ 0.8 25
δ 1.2 33
ǫ 0.6 24
ζ 0.5 20

Které chleby má smysl uvažovat?
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Motivace

Nákup chleba
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Řešeńı

Stač́ı vyškrtat ty, které jsou některým jiným chlebem přebity v
obou kritéríıch. ”Přebit́ı” chápeme reflexivně.

chleba kg Kč

α 1 34 X (přebito položkou δ)
β 0.6 22 X

γ 0.8 25 X

δ 1.2 33 X

ǫ 0.6 24 X (přebito položkou β)
ζ 0.5 20 X

Výsledek

Chleba vybereme z množiny

V = {β, γ, δ, ζ}.
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Matematický rozbor

Na množině A všech chlebů definujeme binárńı relace G a P :

(x , y) ∈ G ⇔ y je těžš́ı než x

(x , y) ∈ P ⇔ y je dražš́ı než x

Situaci zobraźıme graficky. Na množině A vytvǒŕıme orientovaný
graf se dvěma typy hran: x // y ⇔ (x , y) ∈ G ,
x //___ y ⇔ (x , y) ∈ P . Prvky označujeme dohromady s
hodnotami xcena

hmotnost
.
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Matematický rozbor

Hledané prvky splňuj́ı vlastnost, že nejsou přebity libovolným z
ostatńıch chlebů v obou kritéríıch. To můžeme vyjádřit následovně:

x ∈ V ⇔ (∀y ∈ A)

{

(x , y) ∈ G ⇒ (x , y) ∈ P
(y , x) ∈ P ⇒ (y , x) ∈ G

Protože však G i P jsou relace jsou asymetrické, tj. nenastane
současně např. (x , y) ∈ G a (y , x) ∈ G , situaci můžeme přepsat na

x ∈ V ⇔ (∀y ∈ A)

{

(x , y) ∈ G ⇒ (y , x) ∈ G ∨ (x , y) ∈ P
(y , x) ∈ P ⇒ (y , x) ∈ G ∨ (x , y) ∈ P

Zavedeme-li R = G ∪ P−1, pak

x ∈ V ⇔ (∀y ∈ A)((x , y) ∈ R ⇒ (y , x) ∈ R).
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Matematický rozbor

Stač́ı vźıt graf pro relaci R (přidáme otočené přerušovaných šipky k
plným):
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Ovšem relaci R můžeme zjednodušit odstraněńım své symetrické
části, tj. vytvǒrit relaci

R∗ = R \ R−1,

neboť hledané prvky nyńı záviśı pouze na asymetrické části relace.
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neboť hledané prvky nyńı záviśı pouze na asymetrické části relace.
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Matematický rozbor

Z grafu tedy můžeme odstranit dvojice protisměrných šipek.

ζ β

δ ǫ

^^<<<<<<<<

α

__>>>>>>>>
γ

Výsledná relace R∗ znázorňuje možná vylepšeńı (tj. přebit́ı v
dř́ıvěǰśım smyslu). Z množiny A tedy odstrańıme prvky, odkud
vycházej́ı šipky a dostáváme výsledek

V = A \ {α, ǫ} = {β, γ, δ, ζ}.
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Obecný princip

Prvky nalezené množiny splňuj́ı princip BPNK (neboli NPNG):

BPNK - ”Bez práce nejsou koláče.”

NPNG - ”No Pain - No Gain.”

Česky: ”Bez bolesti neńı zisku.”
Ale ”No Pain ⇒ No Gain” znamená: ”Gain ⇒ Pain”, tj. ”Zisk ⇒
bolest (cena).”
V našem př́ıpadě bylo:

Zisk (gain) - hmotnost, vyjádřena relaćı G

Bolest (pain) - cena, vyjádřena relaćı P

Relace R = G ∪ P−1 dává celkový zisk, přičemž jeho podstata tkv́ı
relaci R∗.
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Česky: ”Bez bolesti neńı zisku.”
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Obecný princip
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Bolest (pain) - cena, vyjádřena relaćı P
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Výškovnice = množina prvk̊u splňuj́ıćıch princip NPNG

Definice

Máme-li binárńı relaci R na množině A, pak výškovnićı relace R
nazveme množinu V (R) všech prvk̊u a ∈ A takových, že pro každé
x ∈ A plat́ı

(a, x) ∈ R ⇒ (x , a) ∈ R .

Pro dvě binárńı relace G ,P na A definujeme výškovnici relace G
podle P:

V (G/P) = V (G ∪ P−1).

a pro v́ıce binárńıch relaćı zisku G1,G2, . . . a cen P1,P2, . . . :

V (G1,G2, . . . /P1,P2, . . . ) = V (G1 ∪ G2 ∪ · · · ∪ P−1
1 ∪ P−1

2 . . . ).
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a pro v́ıce binárńıch relaćı zisku G1,G2, . . . a cen P1,P2, . . . :

V (G1,G2, . . . /P1,P2, . . . ) = V (G1 ∪ G2 ∪ · · · ∪ P−1
1 ∪ P−1

2 . . . ).
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Př́ıklady

1 Motivace

2 Obecný princip

3 Př́ıklady
Světové rekordy
Turnajové uspǒrádáńı
Skupinové hodnoceńı
Rozhledny

4 Geografická výškovnice



Motivace Obecný princip Př́ıklady Geografická výškovnice

Světové rekordy

Př́ıklad

Nechť prvky množiny A jsou události skoku do dálky v atletice.
Každému skoku přǐrad́ıme jeho délku a čas, kdy k němu došlo.

Zisk - délka, vyjádřena relaćı G

Cena - čas (datum), kdy ke skoku došlo, vyjádřen relaćı P

Pak výškovnice V (G/P) obsahuje právě všechny světové rekordy
ve skoku do dálky.
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Pak výškovnice V (G/P) obsahuje právě všechny světové rekordy
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Turnajové uspořádáńı

Základńı princip:

(x , y) ∈ R ⇔ hráč x je poražen hráčem y

Př́ıklad

Davis̊uv pohár 2009.

E
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Turnajové uspořádáńı

Př́ıslušná relace R má graf

( HR // CZ // E ILoo )

a jej́ı výškovnice V1 obsahuje pouze v́ıtěze E . Jeho odstraněńım z
množiny hráč̊u dostáváme novou relaci. V jej́ı výškovnici V2 budou
právě hráči, které vy̌radil pozděǰśı v́ıtěz a takto pokračujeme do
vyčerpáńı množiny všech hráč̊u.

( HR // CZ IL ) (HR)

Výsledkem je ohodnoceńı hráč̊u podle úrovně výškovnice, do které
se dostal. Toto ohodnoceńı odpov́ıdá výsledk̊um turnaje.

V1 = {E},V2 = {CZ , IL},V3 = {HR}
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Turnajové uspořádáńı

V některých př́ıpadech však výškovnice může být prázdná.

Př́ıklad

MS v hokeji 2010, skupina C:

CZ // N
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Skupinové hodnoceńı

Uvažujme množinu X se (ziskovým) ohodnoceńım h : X → R. Na
množině P(X ) všech podmnožin množiny X zavedeme relaci Rh:

(M,N) ∈ Rh ⇔ (∃i ∈ R)(|Mi | < |Ni |),

kde Mi = h−1(i ↑)∩M je množina všech prvk̊u množiny M, jejichž
ohodnoceńı je větš́ı nebo rovno č́ıslu i a | | znač́ı počet prvk̊u.
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Př́ıklad

Uvažujme množinu X = {a, b, c , d , e}, zobrazeńı

h : a 7→ 1, b 7→ 2, c 7→ 2, d 7→ 3, e 7→ 4

a množiny A = {a, b, c},B = {b, c},C = {b, d},D = {c , d},
E = {a, d},F = {d}. Pak na množině M = {A,B ,C ,D,E} máme
relaci Rh danou grafem:
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Ohodnoceńı prvk̊u množin uvád́ıme v dolńım indexu.
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Př́ıklad

Výsledky mužské alpské kombinace na ZOH v Tuŕıně 2006.
http: // www. torino2006.it/ ENG/ IDF/AS/ C73E_ASM000000.html

Tabulka uḿıstěńı závodńık̊u podle jednotlivých stát̊u:

USA HR A CH I CZ F N S
1,16,29 2,26,33 3,34 4,7 5,9 6,12,20 8,13 10 11,18

Uḿıstěńı je cenová funkce h, proto bude poťreba poč́ıtat s relaćı
S = R−1

h
. Celkové hodnoceńı je vidět na grafu relace S∗:

HR // USA I // CH

A

OO <<xxxxxxxxx
S

OO

// CZ F

OO

oo

bbDDDDDDDDD

Výškovnice obsahuje pouze CZ, CH, USA (v českém abecedńım pǒrad́ı)
- to jsou úspěšné státy v této discipĺıně.

http://www.torino2006.it/ENG/IDF/AS/C73E_ASM000000.html
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Rozhledny

Věta

Rozhlednový zákon:

(T1)Pokud je z bodu A vidět bod B, pak je z bodu B vidět bod A.
(T2)Pokud je bod A vidět z bodu B, pak je bod B vidět z bodu A.

Chápeme-li výše uvedené ekvivalentńı výroky jako tvrzeńı platná
pro všechna A,B , pak je toto tvrzeńı ř́ıká

”Relace viditelnosti je symetrická.”

Pokud však tvrzeńı (T1) nebo (T2) bereme jako tvrzeńı T (A) o
konkrétńım ḿıstě A, pak jejich platnost přesně odpov́ıdá principu
NPNG.
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NPNG.
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Chápeme-li výše uvedené ekvivalentńı výroky jako tvrzeńı platná
pro všechna A,B , pak je toto tvrzeńı ř́ıká

”Relace viditelnosti je symetrická.”

Pokud však tvrzeńı (T1) nebo (T2) bereme jako tvrzeńı T (A) o
konkrétńım ḿıstě A, pak jejich platnost přesně odpov́ıdá principu
NPNG.
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Věta

Rozhlednový zákon:
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Rozhledny

Uvažme zobecněńı pojmu ”bod” na ”ḿısto” a zkusme uvážit relaci
viditelnosti. Ta přestává být symetrická, pokud bereme za ”ḿısto”
např́ıklad zalesněný kopec. Ten může být vidět z dálky, ovšem
v̊ubec nemuśı poskytovat výhled. V tomto př́ıpadě má smysl hledat
např́ıklad ḿısto, ze kterého bude výhled ”dobrý vzhledem k
možnostem”. To nám urč́ı výškovnice pro relaci

(x , y) ∈ R ⇔ ḿısto x je vidět z ḿısta y .

Najdeme tak každé ḿısto A takové, že pro každé X plat́ı, že

pokud je A vidět z X , pak je X vidět z A.

Využit́ı: ve vojenstv́ı ...
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Geografická výškovnice

Uvažujme metrický prostor, tj. množinu X , na ńıž máme definovnu
vzdálenost (metriku) ρ(x , y) mezi každými dvěma body x , y ∈ X .
Nechť A ⊆ X je množina vrchol̊u s definovanou funkćı výšky
h : A → R.
Nechť x0 ∈ X . Pak máme funkci d : A → R

+
0 definovanou

d(a) = ρ(x0, a).

Hledáme body z množiny A významné pro bod x0 svoj́ı polohou a
výškou, tj. body bĺızké a vysoké.

Uvažujeme relace

Zisk - výška h, vyjádřena relaćı H

Cena - vzdálenost d od bodu x0, vyjádřena relaćı Dx0

Hledané body jsou body výškovnice V (H/Dx0
).

Jak je najdeme?

Body výškovnice najdeme pomoćı kružnicové konstrukce.
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Hledáme body z množiny A významné pro bod x0 svoj́ı polohou a
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h : A → R.
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Inverzńı výškovnice

Opět uvažujeme metrický prostor (X , ρ) a výškovou funkci
h : A → R na A ⊆ X . Nechť v ∈ A je pevně vybraný vrchol.

Pro které body je vrchol v významný?

Tj. pro které x ∈ X plat́ı, že v ∈ V (H/Dx)?

Jak je najdeme?

Hledáńı inverzńı výškovnice provedeme pomoćı mnohoúhelńıkového
algoritmu.

Výslednou množinu můžeme chápat jako spádovou oblast vrcholu
v , či oblast jeho významu.
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Pro které body je vrchol v významný?
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algoritmu.
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